4.3 Diskussion ganzrationaler Funktionen 105

Losungen der Aufgaben

1 gerade Funktionen: a); e); i); 1); n); p)
ungerade Funktionen: c); g); h); m); o)
weder gerade noch ungerade Funktion: b); d); f); j); k)

2 a) Wir setzen voraus, dass im Funktionsterm der ganzrationalen Funktion f nur
gerade Exponenten auftreten, also

f(z) =ao+ a2x2 +agzt 4+ agnz2" (n € N).

Dann gilt f(—2) = ao + a2(—z)? + as(—2z)* + - - - + aza(—2)?"
= ap + a2z? + agz? + -+ + azpz? = f(z),
f ist also eine gerade Funktion.

Nun setzen wir voraus, dass die ganzrationale Funktion f zu f(z) = ap + a1z + a22% +
---+anz" eine gerade Funktion ist, dass also fiir alle z € R gilt: f(—z) = f(z). Dann
gilt

0= f(z) — f(—2) = 2a1z + 2a32> + 2a52° + - - - + 2a,2* fiir alle z € R,
wobei k der hochste ungerade Exponent von f ist. Daraus folgt, dass alle Koeffizien-

ten mit ungeradem Index gleich Null sind: a; = a3 = --- = a;x = 0. Also sind im
Funktionsterm von f nur gerade Exponenten.

b) Die entsprechende Aussage fiir ungerade ganzrationale Funktionen lautet: ,Eine
ganzrationale Funktion ist genau dann ungerade, wenn sie nur ungerade Exponenten
enthalt.”

Wir setzen voraus, dass im Funktionsterm der ganzrationalen Funktion f nur ungerade
Exponenten auftreten, also

f(:!?):(I]I+(13::3+a5z5+,..+a2n+1z20+1 (REN)

Dann gilt f(—z) = a1(—2) + as(—z)3 + as(~z)° + - - - + agn41 (—z) " !
= —(a12 + a3z® + asz® + - - - + aznp12”"+!) = — f(2),
f ist also eine ungerade Funktion.

Nun setzen wir voraus, dass die ganzrationale Funktion f zu f(z) = ap + a1z + aze? +
++++ apz" eine ungerade Funktion ist, dass also fiir alle z € R gilt: f(—z) = —f(z).
Dann gilt

0= f(z) + f(—2) = 2ap + 2a22> + 2a42* + - - - + 2a,z* fiir alle z € R,

wobei k der hochste gerade Exponent von f ist. Daraus folgt, dass alle Koeffizienten
mit geradem Index gleich Null sind: ap = a3 - -- = ax = 0. Also sind im Funktionsterm
von f nur ungerade Exponenten.
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